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更 描写 ,从 而 香 到 定理 1 的 排 太 ,于 多 而 形 的 欧 拉 定理 5 定理 
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出 版 说 肌 


1956 年 ,为 了 向 青少年 传播 数学 知识 , 笠 
学 出 版 社 醒 合 我 国 首 深 举 办 的 高 中 数学 竞赛 ， 
出 版 了 老 一 芋 数 学 家 华 罗 康 教授 的 4 从 杨辉 一 
仙 淡 起 》 和 段 学 复 敦 授 的 对称》. 在 20 世纪 60 
和 牛 代 初 ,这 两 本 书 连 同 其 他 一 些 著 名 数学 家 所 
写 的 科普 善 作 ,被 北京 市 数学 会 编 成 小 从 书 , 枯 
继 由 不 同 的 出 版 社 出 版 .并 多 次 重印 ， 

由 数学 大 师 和 著名 数学 家 亲自 执笔 撰写 的 
这 套数 学 小 从 书 是 我 国 数 学 普及 读物 中 的 精 
后 , 曾 激 发 一 代 青 少年 学 习 数 学 的 兴趣 . 书 中 列 
HIREA E A Jo A PERI ER A ,促进 了 无 数 中 
学 生 在 求学 的 道路 上 健康 成 长 . 当年 这 套 小 从 
书 的 许 客 读者 ,现在 已 经 成 为 学 有 所 成 的 科学 
技术 工作 者 ,国家 建设 的 栋梁 之 才 . 当年 由 老 一 
墓 数学 家 所 倡导 的 我 国 的 数学 竞赛 活动 ,现在 
总 经 得 到 莲 近 的 发 展 . 我 国 自 1986 年 正式 参加 
国际 数学 演 林 到 殉 况 震 岂 来 ,历届 都 取得 总 分 
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第 一 或 第 一 的 好 成 绩 .近年 米 ,我 国 的 数 ?党 主 皮 
该 牺 无 论 是 各 种 还 是 数 旺 者 在 增 剖 ,但 是 这 和 奉 
数学 小 以 书 仍 然 无 愧 是 共 中 别 共 特 鱼 的 现下 ， 
理应 成 为 传 拓 之 作 . 欠 此 ,我 社 取 得 作者 或 其 继 
了 牙 人 的 同意, 并 在 本 能 的 条 件 下 ,请 作者 本 人 或 
相关 学 者 对 重新 编辑 的 书稿 进行 了 市 订 , 重 新 
刊行 这 套数 学 小 从 忆 , 以 给 广 太 青 少年 读者 . 

数 党 是 几 干 年 人 类 知 莫 的 结 吊 ,是 一 门 上 古 
苔 而 又 常 新 的 科学 . 倩 此 欠 书 再 版 之 机 ,我 们 特 
别 增 加 两 本 新 书 : 丰 证 林 教 授 等 的 《祖冲之 算 x 
之 亦 少 和 汉 克 勤 教授 的 《4 费 马 猜想 》. 前 者 介绍 中 
国 古 代数 学 的 一 项 重大 成 就 ,后 者 阐述 数学 中 
上 的 一 个 着 名 猜想 一 一 费 马 定理 历经 300 多 年 
终 十 在 20 世纪 末 被 壕 明 的 帮 事 ,我 们 相信 读者 
内 和 中 将 会 受到 启迪 ， 

KEA-BU AN EX Eh, 15 El 7 Biża H 
然 们 学 基金 委员 会 数学 天 元 基金 的 资助 ,刘表 
未 衷心 感谢 . 
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l Diammmhżsa 


1 和 定 埋 的 叙述 和 来 源 


1.1 什么 是 凸 多 面 形 


我 们 用 中 学 立体 几何 教科 书 中 的 下 面 的 这 
些 和 定义, 由 吉 和 干 个 平面 密 按 形 所 围 成 的 封闭 的 
开 体 称 为 多 面体 .这 些 多 边 形 就 称 为 多 面体 的 
面 ,这 些 多 边 开 的 边 和 顶点 分 别称 妆 多 面体 的 
棱 和 项 点 .多 面体 的 表面 称 为 多 面 形 (在 第 2 章 
以 后 , 称 为 初等 多面 形 ); 允 面体 的 面 、. 棱 和 项 点 
也 称 为 这 禾 而 形 的 面 . 校 和 顶点 . 当 和 多面 形 在 人 尼 
的 每 一 个 面 所 决定 的 平 而 的 同一 侧 , 它 就 称 为 
号 多 面 形 .例如 图 1 中 的 (a) 到 (dd) 都 是 乌 多 面 
形 , 铺 1 中 的 Ce) 不 旦 止 窗 面 形 . 

如 果 1 个 凸 多 面 形 的 所 有 的 面 都 是 全 等 的 
多边形 (等 边 和 每 角 的 平面 多 边 形 称 为 正和 多 
边 形 ), 并 且 所 有 的 多 面 角 都 相等 ,这 样 的 号 多 
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(b) ici 
(di l (e) 
l 
EIE SULAR JU IE S BBB. ER EA ILA KU fil-F 
Pi RI E S E AJ TA, MAIL EĦJIE. A fi- 
中 通常 部 有 5 种 正 多 面体 的 图 (如 图 2), 而 且 
还 说 明了 和 绽 样 用 条 纸板 制作 这 种 主 有 多面 形 的 
柑 型 .我 们 现在 只 看 正 多 面体 的 表 而 ,所 以 把 图 
2 中 的 5 个 图 形 痢 看 作 是 正 多 面 形 . 


1.2 欧 拉 示 性 数 的 定 流 和 记号 


设 用 字母 P 表示 -个 和 多 面 撒 ,并 用 V.E 
和 下 分 别 表 小 PP 的 顶点 的 、 校 的 和 面 的 个 数 . 
然后 

Ves b E 
AT R E A E a E R, Fk Ap B E P 的 欧 


= A a 


idi te) 


fi CL. Euler, 1707 — 1783) 示 性 数 , 记 作 
X(P), Ep 


X(P)— W-E-4- F. 


我 们 先 来 看 图 1-5 个 多 面 形 的 欧 拉 示 性 
XCP). HITE 1. 


kl 
多 和 i 形 P | V | E FI X(P) 
Ali | 6 9 5 6-9+5=2 
H lib) | ċ-JES-2 
图 iic) 5 l g 5 5-8+5=2 
ii 图 If d s 12 el R-12+6=-7 IM 
z fa ħej 名 13 e Bl ba 


再 看 出 2 中 S 个 正 多 南开 的 欧 拉 示人 性 阁 ， 
HITR 2. 


LZE P 
i Ça): 1E M EE 


图 ILA FEAR iE | R-12+6=2 
图 tb): TA fE 6- l2+8=2 


FA 2(0): EF MIR 
图 2(ej:siE. | F ENE 


20 一 30+ 12=2 


iż-—30-4IiN-I 


从 上 而 两 个 表 中 的 最 右 一 栏 可 以 看 出 这 些 
多 而 形 的 欧 拉 未 性 数 都 是 2. 这些 多 面 形 中 除 
ta 1te) 是 非 凹 的 以 外, 其 它 的 郁 是 凸 甸 而 
形 . 我们 很 容易 产生 这 样 的 问题 : 是 不 是 所 有 的 
出 多 面 形 的 欧 拉 示人 性 数 都 尾 2 呢 ? 下 面 是 这 个 
本题 的 解答 . 


1.3 定理 开 止 多 面 形 的 欧 拉 定理 ) 
任意 一 个 西 黎 面 形 P 的 欧 拉 示 性 数 郁 是 


XLP) = 本 万 大 


在 证 明 这 个 定理 以 前 ,我 们 先 来 分 析 - 一 下 
它 的 结论 .这 结论 只 是 关于 吓 多 面 形 的 顶点 个 
K V RARR E 和 面 的 个 数 下 这 样 的 3 个 整 
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HEJ- -种 组 合 , 如 XL) 二 VW 一 玉 二 下 ,而 不 是 
共 它 的 组合 ,例如 不 是 二 巨 二 下 等 .这 冰 论 的 
内 容 并 不 涉 太 同和 针 面 形 P 的 棱 的 长 度 、 面 的 而 
REIRE A m LAJA TRKI R-P: tE si fiż A 
AERAR TAE W M SmE r AREH. 
ZEEE L AIR R, H EA F BL a — fit A 
JLE- FE, 

TEUKEH iX E FE PARI, JEI iE E R — R ER 
拉 基 怎样 发 现 这 个 定理 的 . 

1.4 定理 1 的 来 源 

我 们 可 以 设想 欧 扩 发 现 这 定理 的 过 程 厌 约 
足下 面 这 样 的 .我 们 知道 溯 面 窜 边 形 的 初步 分 
类 是 用 边 的 条 数 来 分 的 ,例如 3 条 边 的 是 三 边 
形 ,4 茶 过 的 是 四 边 形 ,…, n 条 边 的 是 nn 边 形 . 
它们 的 记号 是 用 顶点 的 排列 表示 出 来 的 ,例如 
二 边 形 用 它 的 3 个 顶点 排列 A AA, 来 表示 ， 
TÆ A AA, A A3, AA] 为 它 的 3 tih n 
廊 形 的 记 法 为 A A A, LU ALA, AA, ji 
AA, 为 边 . 很 自然 地 会 想到 凤 完 面 形 或 者 可 
由 用 它 的 面 的 个 数 下来 分 类 ,而 且 把 图 j(a) 这 
个 多面 形 记 作 


A Àz 435 4 AsA, A AASA, 


A AzA,A; ; fis A, A; ; 


A Ta 配角 1 这 两 个 条 面 形 的 面 数 下 同 为 
SEW AiEab ui. HI fil-2 ĦA HE EIT fiż 
一 类 侧 池 它们 称 力 同 构 ( 即 结构 相同 ) 的 用 面 
B. 4 Kejbil AR F BARES, CARS 
RP C IMIIB-AM,ARENSTEĦEA 
TEMJMBMILĦA APIE, Ay PNA A m JE 
AJ S TÉ ENJA e 2 T—ibkEĦI 3 A PaA R. 所 
LIE lo fE M Ai A a E E. jix 
WHH y H R F E A h E mE A E Mik 
HE ME RN. 

PEFR MEJE ti £ nE, u A E AJ Mi 
K F 是 和 不够 的 ,那么 就 会 想到 在 看 它们 的 画 数 
下 的 同时 再 着 顶点 数 VV; 行 不 行 呢 ?” 这 样 倒是 
把 图 1(c) 与 图 1(a) 区 别 出 来 了 ;图 1{c) 有 5 个 
HRI S 个 顶点 ,而 图 1(a) 或 妈 1(b}) 有 5 个 而 和 
6 个 项 点 .它们 的 而 数 下 虽然 同 是 5, 而 它们 的 
li V 却 不 一 样 .这 好 像 说 明了 同时 看 吓 多 
面 形 的 面 数 下 和 顶点 数 V, ET LU IE SIE HE E fi 
的 结构 ,可 以 作为 分 类 的 依据 似 的 .但 只 要 再 看 
下 去 , 锋 规 道 这 还 是 不 够 的 .图 1(d) 和 图 2(1) 
这 两 个 凸 六 面 形 有 相同 的 面 数 下 ,有 相同 的 项 
MAX VW=8. 但 是 图 1(d) 的 6 个 面 中 有 两 个 三 
这 形 , 两 个 由 边 形 和 两 个 五 边 形 ;HT 是 图 2(d) 
榴 六 个 面 虱 是 叫 和 边 形 .它们 的 结 梅 显然 大 下 机 
喇 ; 它 们 不 同类 ,虽然 它们 的 面 数 正和 项 点 数 

En 


V 部 相同 . 

中 多 向 形 的 面 数 F'WMINAWX V BERS iż 
作为 分 类 的 依据 ,那么 同时 再 加 看 楼 的 条 数 ,是 
TEITE? 还 是 林 行 ,因为 结 榴 不同 的 图 
{DH 2(d) A4 A A AQ AQ F= 6, 相同 
KIM V = 8 A +H ERRAN E = 12. 
EHATE A pm F 相等 和 顶点 数 V 相等 ,但 结 
攀 不 同 的 是 多 面 丧 ,结果 必然 是 它们 的 棱 数 下 
起 相等 ;而 生 更 和 进 -- 步 ,发 现下 面 的 事实 :不 论 
钙 构 引 么 样 不 同 的 两 个 凸 密 面 形 , 尽 管 它们 的 
侣 数 下 与 顶点 数 V 都 不 一 样 ,只 要 当 它 们 的 面 
A FE STARR V HAD AJAERI V + F 柑 等 时 , 它 
人 的 楼 的 条 数 玉 也 必然 相等 ,并 日 总 满足 关系 
AES V-F-2okżttbv—E-F-2.1,£ 
三 形 分 类 的 这 样 的 讨论 ,就 引导 我 们 发 现 定 理 
| . 
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jil m E A RH E RA ji LAS EEE. FE 
PI E BLA H AE HA E EECA M. Legen- 
dre, 1752 ~ 1833) 的 证 明 . 这 需要 球面 几何 学 中 
的 一 个 简单 事实 . 先 来 证 明 这 个 事实 ,作为 证 明 
定理 的 准备 工作 . 


2.0 球 徊 多 边 形 内 角 和 公式 
tż HIM 7I Iż JE ÉI z TAHE g, A2 a T a EE, 


T àa 


(n53). a n PAH AI aa Ha 1 和 4 ey 可 上 4 
RA 


2 i f uz sir na AT a A 


7 二 1 


HEP a eK: T-FABJAQJE,—1,2,007,1, IL 
ae S "表示 和 的 意思 ,该 作 * 西 格 码 "、N、 b 


i 
AR FÆ 1 的 项 加 到 下 标 是 n 的 项 的 总 却 . 中 
学 平面 几何 教科 书 中 都 已 经 证 明 过 :平面 n 
JER n T AAE ln — 2) a, Fili 


Wa, = (a —2)n, FE nC 3) 边 形 . 
iri 


球面 见 何 星 了 志 讨 论 球面 上 的 2 全 2) 边 形 的 内 
FAR. AMERRE E KRIET 1,31 B ARMI n IIA 
BA TAA AME Hea a’ a, R 
示 , 则 球面 a 3 IÉ bgi PI E: 


Sl a, (n-2)04 W, 8E n2), (1) 


式 中 的 a, ERR: TAA RIRE, W ARX 
ER n ERMAR. XPFIŻTBKO), ee 
JIMLA WH P. ETG, BR E OIE Ayl. 必须 是 
KAKE ER G A BELLA ADA AIM. HER, iE 
ATA AA i A AEA, E k A E KA 
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对 径 点 , 邮 球 的 同 -繁育 径 的 山 个 端点 ,如 国 3 
(a HILA A 和 A RE HER FO ERA 
级 把 球 画 分 成 四 部 耸 ; 共 中 的 全 :部 分 称 为 一 
TAE. CETE m2 边 形 (平面 上 澧 有 2 这 
形 ). 羡 30a 中 有 上 晨 影响 部 分 是 1 个 月 形 , 世 就 
是 1 PRIM MID a 和 a 是 它 的 项 个 内 骨 . 图 
3fc) 寺 有 阴影 的 部 分 呈 1 个 球面 二 角形 ,a,8 
有 iy 是 和 它 的 3 个 内 衣 , 些 外 ,还 要 溢 有 一 下 球面 
EIRE AFE HU FF, 谨 昌 测量 球面 客 达 有 形 的 一 
个 项 点 A BHA $ a, ĠUFI 3(b). itf a 
MARTI AEKRTAM EM A 处 分 别 作 这 两 
TAR E PI ERC tif E A AB, 和 4C. 平 
MiLB, AC AME MEH a HORE. 


2.2 公式 {1} 的 证 阴 


E n = 2 lif, imil 3a) HA TAR 
ABA FI ACA PTE, A AEE m EAI RRA, HEI 


= Q. 


个 球 而 二 过 形 , 简 记 为 ABACA. 在 A 与 4 fih 
srulifii AKA ABA EIU AR, 与 A'B, 
参看 网 3fb), 央 为 部 是 与 直径 AA Œ A Ayk 
Ez WOA D FTI, E AB ZA B. HE, ft 
A A 处 分 别 作 辣 o f'kbl ACA A A yE 
AC 与 AC. 也 平行 , 印 ACA AT 从 而 两 个 
-E H ff FB AC, a € 相等 ,也 就 旦 a 


-a BS al =2a. 这 是 公式 人 1) 的 左 端 ,在 


= 2 时 的 值 .公式 (1) 右 端的 第 一 项 ,在 nw=2 时 
为 地 .再 i 计算 公式 (1) 古 端 第 2 项 W 的 值 .在 这 
E.W 是 月 形 的 面积 .已 知 单位 半径 的 球面 积 
是 4n. 由 于 把 半圆 弧 ABA ' 绕 直径 旋转 一 个 周 
fi 2x 时 得 球面 ,而 旋转 -个 a 和 骨 时 得 内 角 为 a 
的 月 形 ,所 以 球面 和 与 月 形 面积 的 比值 ,等 寺 
inta. PUAA OJ a 的 月 形 面积 三 =2a. 公 式 
{的 左 石 端 相 等 ,这 证 明了 在 x=2 时 公式 
(E)E. 

在 nn 二 3 时 ,如 图 3(c) 中 由 三 个 大 圆 弧 AB 
(不 是 AA B, 下 同 ),BC 和 CA 所 包围 的 球面 
FF 的 部 分 ,就 是 1 个 球面 二 边 形 , 它 的 3 个 内 前 
Ega, B 和 机 YY. 所 以 公式 (1) 的 左 端 : 


3 
3 
De Satay. 
i l 


FERRAR) H A i. 右 端 的 第 一 项 


- iù - 


E3- 2r n. mwh AR — IM, EK RI E E 
HTA? M AE e IL, JHS AARC f 
TX TIRI S A E Gy fi HA. WE, h 3 PA 
IRLA B, BC 和 CA OM A GI ER E m A JE EJ Ħu fil 
Iji 5AA BC Ean. MA 3tc) 可 以 在 出 

AABCHAABC-2 

(E AZAM aE) E ABA CA 的 面积 )， 

A ABC + ARAC = 

(A S E i EJ JE BAB'CB 的 面积 )， 

AABCHACAB=2Y 

(BINA im eH JE CBC'AC 的 面积 ); 
HA ACAB WACA B 对 于 球 心 对 称 , 所 以 

ACAB = ACAB’, 
因而 第 3 式 吕 以 政 号 为 
A ABC + ACAB = 2y. 

把 上 面 的 第 -- 式 .第 二 式 和 改写 后 的 第 二 

式 相 加 ,得 
2(A ABC) + (4 ABC + 人 ABC 
t+ 个 BAC+ 人 入 CA B’”) 
—Ż(a d B- FI). 

全 是 这 和 式 堪 靖 的 第 二 个 揪 号 中 的 4 个 面积 ， 
应 等 于 2x. 所 以 上 式 化 篇 为 


I(BABO Hn-ŻIlad4 84 y), 
Hi 
KABO erui piy: 
EHH F Æ n = 3 UTARI JA Ba 7. 

ii il PH-+# Mj 2 办 形 内 角 和 公式 一 样 ,可 以 
HH H 2A i EHH TE a >33 村 公式 (人) 也 种 成 
A. 

2.3 定理 1 的 证 明 


设 有 TŻHEPEMERĦV TM 
TALE BEI F AN 

F D BUR P AREL Ea A ĦE, ff IR 
点 02, 作 一 个 以 O 为 球 心 ,半径 是 单位 长 的 球 
I 古今. 然后 .PP 上 的 任 一 点 xz 与 球 心 决定 一 条 以 
Om ki DE GR S SHE T 
—Aa, MILLI f— A ww. 这 样 ,把 PR 上 的 … 
Tire S 上 的 一 个 相应 点 yw ,就 称 为 
球 心 投影 ,并 有 量 y WPA e 玖 投 影像 或 像 ( 图 
4). 

通过 这 样 的 投影 ,P 上 所 有 的 面 和 的 投影 像 ， 
尾 不 重 受 地 盖 满 球面 ;并 有 昌 P 的 一 个 jk 
的 投影 像 是 款 而 上 的 一 个 球面 边 形 ;最 后 ,PP 
上 的 二 个 面 .E RE V TIM AL, FR EJ EK IiI 
KU FE ERE EWE E Fia Ebie B g) 
PV 个 顶点 . 

设 第 了 个 球面 区 边 形 是 m AE, EW n, 


， 12 = 


TAH a, $ Q2 TT Ep Pia U jn G EKU Mu fl i 


W, .和 看 用 A, 表示 这 nm, JEW, TAA KI 
FA, MARRA 

Da, = (n, — Ż)m + W,, 
其 中 j=1,2,-…, 下 .因为 有 下 个 球 击 包 边 形 ， 
所 以 有 天 个 这 样 的 等 式 .把 这 下 个 等 式 机 和 如， 
有 


中 
l 


2 DO — 2)x+ W,] 


=- i J 三 1 


4 ]3 = 


F P 
q 
= D jiu SZ 和 W. 
TE 


(2) 


Kok Ai ia HE fk m L-I A ER T EE A fa HU A 

m. R EHER A TAR EAE TIR A el 
Fa nF. f RER h E UE A fa BIHA ,— TIRI 
HÆ 2r, LAA mH) tAE 2r V , HE 


上 Ħ 


o a 
jel i-1 


5 
A (2) G mA — mA A F ba 71, ke F T-RRINIZE 
I HA A BR A AI. 1E E aA a FO ER M EIE E 
PREOT T AK AN HABER 
TŻEMJEBJA ĦIN; A A T RT AE 2E, 
Bi) 


i 
ba ji. 2E. 
jil 


式 (2) 右 端的 第 三 项 等 于 球面 积 4r, BI 


ia 
a W, = dm, 


BA F ARRE EAE E IE ARA E e a ER 
Iñi. 
把 各 项 的 等 量 代 入 式 (2), 即 有 


+ 14 = 


Dn = Ark = 27F + dn; 
AFN 
MAKE GR AI, 
XPLC aE 1 PERH. 


$3 一 个 推论 和 一 -个 问题 


3.1 推论 

推论 ” 恰 有 5 种 正 多 面 形 . 

证 月 .证 体 儿 休 教 科 书 里 说 明了 图 2 中 的 
5 个 图 形 的 作法 ,因而 证 明了 至 少 有 5 种 正和 多 
笑 形 .所 以 区 证 明 我 们 的 推论 ,只 要 再 证 曲 不 会 
ĦA HEPKE Z HJE , HEHEHHE 5 种 
让 多 而 形 . 

六 着 证 明 至 多 纵 有 5 种 正 儿 面 形 ,我 们 先 
注意 每 -个 正和 多面 形 还 有 下 还 的 非 度量 性 质 ， 
il-IEŻEBIJERJiH— TRUE n(Z3)IH HE, Mi 


昌 每 -一 个 顶点 都 是 m (23) EB Ap d km ii 
图 2 中 的 每 一 个 图 的 nw 和 wz 如 表 3. 
表 3 
(lI | 
F T i 
| a 
| 


EP tA FIBIBER AA, FILI 
UR Je WTAE HERA PF — Ti rp H ai L, F E H 
TEZA S5 PRES HJE, BGE T E+E WE. 


命题 1 如 果 一 ee ea 
A ni 3 Aa E, WH a- :个 顶点 者 是 L-23) 
T EN Ma m MAUR 3 中 所 列 

种 叮 能 的 给 

lif RA 设 这 个 西 多 面 形 有 VAHA, E £ 
t, FT MI. 

AHA E 条 校 的 每 一 条 是 两 个 nn 边 形 的 公 
HA IRTE F Tin 边 形 的 边 数 总 和 nF 的 计算 
di. ieħ E 亲 校 的 每 一 条 都 计算 了 两 次 ,从 而 


d- 


F — ZŁ. 


LAARA 一 条 校 上 有 两 个 端点 (顶点 ) ,而 
E A i—i M RARA m FIR, E VI Fm 
条 校 的 校 数 总 和 mmxV 的 计算 中 ,也 是 把 每 - :条 
PALIT T ANR, M mA 


mV = 2E. 


RERNI MKA V-E-LF—2 Hate 
PAAL 2 后 ,得 


27 Y — Żmb + 2mb = åm. 


Ft A dm PI H MĠA 2miv —-2(2E)—InF., A 
二 项 是 


Irmb = mn”. 


把 这 天 项 的 值 代 入 上 式 中 ,下 
(Dn mmdŻmiF-dm. (3) 
AOAIE ÉI F A om BEER, dÁ 


anm — 2n — 2m < 0, 


> 


pj 
n-m —2) <4, 


很 容易 看 出 ,满足 这 不 等 式 的 组 合 n 与 六 只 可 
能 是 表 3 了 中 所 列 出 的 种 .这 就 完成 了 相合 题 
É UE HH . 

该 省 还 可 以 由 式 (3) 算 出 这 5 种 情形 下 的 
F 的 5 个 值 , 愉 如 表 3 中 最 下 一 - 栏 中 所 列 出 的 . 


3.3 定理 1 所 引起 的 问题 


定理 | 是 说 同 多 面 形 的 欧 拉 示 性 数 是 2. 
全 图 1 ie) 所 表示 的 是 非 辆 的 多 而 形 , 而 它 的 示 
性 数 也 是 2. 这 天 明定 理 1 的 结论 断然 不 局 限 
T'i-EWE. 

MAFA, HA Sga- A: 
什么 样 的 多面 形 的 欧 拉 示 性 数 是 2 呢 ?” 下 -- 章 
里 将 作 进一步 的 探讨 . 


2 阅 和 多面 形 的 欧 拉 定理 


住 前 -- 华 的 末尾 我 们 提出 了 下 述 问题 : 究 
竞 什 么 样 的 多 耐 形 的 欧 拉 示 性 数 是 2 呢 ? 本 章 


2; 我 们 把 这 解答 称 为 财 多 面 形 的 哆 拉 定 理 . 
Sl 闭 多 而 形 


BPP ID FESI. l 所 定义 的 多面 形 称 为 
初等 多 面 形 .这 个 定义 是 利用 空间 中 的 立体 来 
给 出 时 ,在 那里 我 们 也 提 到 了 ,立体 儿 何 教科 书 
里 说 明 过 用 硬 纸板 制作 正和 湖面 形 禄 型 . 规 在 这 
畦 要 根据 模型 作法 的 精神 ,提出 下 而 的 闭 多 而 
JE RE S MĦATRI -- 章 的 初等 和 多面 形 的 定 闵 . 

闭 和 多 面 形 的 定 -个 闭 多 面 形 是 由 有 限 
个 平面 和 多边形 (不 必 店 的 ) 拼 合 而 成 的 一 个 图 形 
‘这些 平面 和 多边形 仿 旧 穆 为 闭 多 面 形 的 面 , 它 人 1 
有 的 过 和 陨 点 仍旧 分 别称 为 闭 多 而 形 的 楼 和 顶 
上 三) ,其 拼合 方式 须 满足 下 面 4 个 条 件 : 

s IBR- 


OÈ RIRE T-TARF LI (a E AU — b a BT 
组 成 的 打 线 连接 起 来 ; 

(2) 它 的 钥 两 个 向 或 省 没有 公共 点 ,或 背 恰 
有 一 个 公 盯 的 顶点 , 战 者 惟有 -和 茶会 共 的 秘 

(3) 它 的 每 条 术 恰 是 它 的 两 个 而 的 公共 核 ; 

(AVE PIREA DLA AB a: HERS ATITEA , B RE — 
TR xa ak AI e ATTE MI iE A 


Ë| sA] ,i- oedi a la Aus dyo 


x — HA A ANT Ab EAIA TE a A i E a p IŻ 
n 条 楼 两 两 不 癌 , 这 ”个 面 两 两 不 同 , 每 个 面 
PAA ORARI A E BATT. BHAL IEI aby 
DLA A, AERX E PJ B AR 


Aj As, A AA A As M AAA, 
人 


计 者 可 以 从 下 面 的 说 明 来 了解 定 闵 中 请 条 
件 的 意 立 ,因为 条 件 (1),; 图 二 中 (Ca) 和 (hb) 在 一 
起 ,不 能 算 作 一 个 闭 多 而 形 .内 为 条 件 (2) ,一 个 
了 和 多面 形 的 两 个 夯 的 拼合 可 以 如 图 $ 中 的 (bb)， 
但 不 能 如 图 5 中 的 (a) .因为 条 件 (3), 图 6 不 是 
HE. 图 7 了 不 是 闭 多 西 形 , 因 为 它 在 顶点 
V 外 不 潢 中 条 件 (4). 但 请 讯 闪 注意 ,图 7 是 第 
i 全 中 所 定义 的 初等 多 面 形 . 

太一 方面 .容易 验证 ,图 1 和 图 2 中 的 10 个 


= JQ >» 


ia) ib} 


A 


图 形 , 以 及 图 8 和 图 9 BIE ŻID. XX HE m E 
9 是 由 8 个 长 方形 (如 围 屏 ) 和 两 个 非 凸 的 8 边 
FEE FILI) BE BR. 

FET JIE biR ke PEHI SF EE BI JE BIE EM) Ż- 
丁 形 . 山 才 已 举例 说 过 ,有 的 初等 多 面 形 是 财 多 
面 形 ( 图 1,2,8,9 中 所 有 图 形 ) ,有 的 不 是 (图 
27). 所 以 审 等 多 面 形 和 闭 客 面 形 这 两 种 对 索 范 
EEA HAAJ. UR- -个 财 儿 而 形 在 通常 空间 
CRITE A ETAR JET B , th EB ŻEBRXJL E fa 

pag a 


7 


空 同 ) 中 , 钳 也 可 以 像 在 第 1 革 中 - 样 ,判断 它 
是 否 叫 多面 上 展 ; 茹 等 多 面 形 中 的 凸 多 而 形 和 和 闭 
多 而 形 中 的 局 多 面 形 旺 一 答 的 .在 下 一 就 中 我 
们 还 要 谈 到 一 些 周 多 而 形 , 它 们 不 能 安置 在 通 
区 空间 中 , 币 能 安 星 在 四 维 欧 几时 得 空间 中 ; 它 
们 当然 不 会 是 初等 多 而 形 了 .所 以 财 多 面 形 的 
定义 比 起 初等 多 而 形 的 定 疼 来 ,不 但 在 理论 上 
明确 化 ,以 便 十 在 本 章 中 作 数 学 的 推理 ,而 导 还 
把 对 稼 范围 扩大 丁 . 


=- I1 -= 


32 MEKLIŻIZANAAFPIEJA 


2.1 定理 1 的 证 明 的 讨论 

定理 上 的 假 谋 是 "一 个 亲密 上 面 形 P der 
的 ”结论 是 ?这 财 儿 和 击 形 了 P 的 网 拉 示 性 数 是 
2" ,证 明 的 甘 键 是 “存在 一 个 球 心 投影 ,使 这 由 
多 而 形 P 的 请 面 的 投影 做 不 重 全 地 蔓 满 球 
面 ”. 换 名 话 说 ,让 明 的 是 :因为 王 是 凸 的 ,所 以 
取 所 包 图 的 内 部 的 任 一 点 作 球 心 时 ,这 球 心 
HIRSGA P 的 请 面 的 投影 像 不 重生 地 冀 满 球 
芽 ; 再 因为 和 存 芷 -个 这 种 的 球 心 投影 ,然后 推 证 
出 书 的 天 性 数 是 2. 由 此 可 见 , 实 际 上 不 必 问 闭 
FAJE P EGOK, HA Z P 所 包围 的 内 部 是 
AR AAN LE A RRO PE g (ED, fii fu P 
EA ai ERA E e a A Ek; RA ( fall 
如 对 于 图 (e) FREG RE, ARDA 
HAEA) M P RR ER E 2. 所 以 我 们 的 
让 明 实 际 上 和 下 用 于 图 1le)ix yE EJ Ż MI 
形 ;: 世 各 是 说 ,定理 1 并 没有 把 所 能 证 明 的 事实 
全 部 表达 出 来 . 

2.2 从 球 心 投影 到 图 形 的 橡皮 变形 


f -方面 ,容易 看 出 ,如 果 考 虑 的 是 图 8 或 
9 这样 的 团 儿 本 形 , 它 的 内 部 却 役 有 这 样 的 


i g 


—Ta H AIE W ERG EE M RRG , E 1a ERJA 
Ei Ri ART E ER a i Ek. 图 8 的 示 性 数 
是 零 ,不合 于 定理 1 的 结论 ;我 们 不 谈 图 8. 但 
图 9 的 示 性 数 是 2; 我 们 能 否 稍 微 改 变 我 们 的 
证 明 ,使 得 它 也 能 够 适用 于 图 9 这 类 闭 多 面 形 ， 
因而 得 型 比 定理 1 更 和 的 结 柴 呢 ? 能 够 的 ,我 
TITER F. 

考虑 任意 一 个 图 形 P. 设想 P 是 用 橡皮 落 
EPE nE RI, AT AE HA. E HE Ea jk y a g JE 
状 ,把 图 形 P 变 成 图 形 P EERIE P 的 一 点 
FRP 的 一 点 ,不 把 PP 的 两 点 精 合 成 P 的 一 
ja, AIE P 的 任 一 小 块 撕 破 .我 们 把 P Æ P 
的 这 种 图 形 的 改变 称 为 -个 橡皮 变形 ,把 P RR 
AP 的 -- 个 糠 皮 变 形 像 . 如果 P 是 一 条 直线 段 
或 一 个 平面 多 过 有 形 , 已 就 分 别称 为 一 条 跌 或 一 
TS ARSA AR R P 可 以 不 在 一 -个 平面 
上 .我们 把 直线 段 看 作 弧 的 特例 ,平面 密 按 形 看 
EE HH EE MU FE AN. 

WR P i $1 EE ERRE E, mE 
Piż P AiR ER, RMA Ee 己 的 
É A FA DE a A AR E A E A fk A PRO, B 
MR. Am P 的 面 的 拼合 方式 完全 电 P 的 面 
的 一 样 , 满 足 针 1 里 定义 的 4 个 条 件 . 因 此 ,我 们 
把 闭 多 面 形 叫 的 任 一 个 接 皮 变形 像 局- 还 称 为 闭 
多 面 形 .这 扣 等 于 说 ,我 们 把 &1 E AoH E Bi il 


， 23 。 


HJE LIET ieg E IEEE f e 以 下 
H iI EAE, DERETA EFA gA. P 因而 
ti fikkhisttta. TIR, A R ERA E RHR 
PEżk,UD POA P'EJEKI ii PERAH e]. 

定理 1 的 证 明 中 的 一 个 球 心 投影 实际 是 一 
THR R AE E, E fE E E 了 (或 如 图 Ilejm 


PA EEE AIA x A AER E A, y A 4). jE 
P ARE E ERTAS AE P PAR A hi 
Te IA ER MI. 


我 们 已 经 说 过 :没有 球 心 投影 能 使 图 9 中 
的 这 闭 多 面 形 P 的 诸 面 的 投影 像 不 重生 善 满 
球面 .现在 我 们 不 限 二 用 球 心 投影 ,可 以 先 用 一 
TIBEŻIEJBJLEN 9 EJ PERAE, 
AA — AIRA EE OR RERO tE jE Tul 
ŻEIMIBŻEMMAERRIM LIR -个 财 多 面 形 P. 
续 施 行 两 个 橡 应 变形 的 总 结果 还 是 一 个 橡 虚 密 
形 . 因为 凸 多 面 形 或 图 8 这 样 的 图 形 ( 注 意 : 这 
里 是 说 图 8 这 样 的 图 形 , 不 是 只 说 图 8; 图 8 的 
太 性 数 是 2, 从 图 形 就 可 以 看 出 来 的 )P 的 禄 皮 
EIRP ,是 由 球 西 上 的 (以 大 阅 强 为 边 的 ) 球 
面 和 多边 形 拼 合 而 成 的 闭 多 面 形 , 根 据 定理 1 的 
WHH, P 的 示 性 数 是 2; 叉 因为 榜 皮 变形 不 政变 
ITEM PE, P 的 示 性 数 是 2. 这 就 证 明了 
下 面 的 ;, 比 定理 L-IMI RU Ġir FB. 

命题 2 如 果 -个 闭 多 面 形 能 经 过 一 个 寞 


"= A4 


FE IEJE, EEA R D FAR CBD A E HU ETA ER 

IMI LIKE Ai tE Aa UE ti HE, e HI IK DAR 
2.3 从 橡皮 变形 到 拓扑 变换 ”定理 2( 闭 多 
画 形 的 欧 拉 定理 ) 


我 们 还 要 把 个 题 2 在 两 个 方面 推广 :把 橡 
皮 变 形 推广 成 “拓扑 变换 ”, 而 且 绷 在 球面 上 的 

财 多 而 形 不 限 于 以 大 国 红 为 楼 ; 即 我 们 还 要 提 
让 下 面 鸣 比 人 得 题 2 还 要 上 的 定 翰 : 

定理 2(| 首 多 面 形 的 欧 拉 定 理 ) ”如 果 一 个 
闭 多 而 形 ,能 经 过 一 个 拓扑 变换 , 变 成 缚 在 球面 
上 的 ( 即 不 重 垩 地 蔓 满 球面 的 ) 闭 多 面 形 , 它 的 
欧 拉 不 性 数 就 是 2. 

定理 2 的 让 明 旦 本 章 的 内 容 . TE HE i HI 
什么 是 拓扑 笃 换 . 我 们 不 用 数学 的 术语 ,还 只 形 
Bi Mk R E JE KIM HHH. 设想 图 10({a) 中 的 环 
面 是 橡皮 薄膜 作成 的 、 沿 车 环 区 上 的 闭 曲 线 c 
FEI ki BY HF (GE c 的 每 一 点 昔 成 两 点 )， o 
后 得 到 的 管 革 打 一 个 绩 ( 这 是 一 个 橡 诺 和 芝 形 
FHE SY FIFAk Ki AREA G FU B FF — pa 
的 瑞 点 烙 合 成 原来 的 一 点 ), 得 到 图 10(b) 中 的 
结 . 这 样 把 全 至 -个 图 形 P EM EE P RRE 
的 改 生 (看 开 , 橡 皮 变 形 , 复 原 ) 称 为 一 个 拓扑 变 
换 , 焉 称 为 吓 的 一 个 拓扑 像 . 距 谈 橡皮 大 形 俐 
上 时 FÉ, AS DE P 的 折 扑 像 P' HEHA L A 

N 


JE, € AI FIA id p E S A E JE ALI. FE 
WISHB OAA R, EH FrEE mt. 

设想 图 8 h Aog MR ĦAĠA E RIER 
EJ. ZEER M EJE IMA B JE E E R E E If b. 
的 AAZ m i thE a B E IE 
EE, UNI AEE TE fEBI obh hgh E 
Ba — TAI ŻENMJJE. RA t p edh EHL A A E R 
jispi WISA EB IBA fi th e AR FRA), JI 
UEH 2 kør 2 Ar. A Ai A a2 EA SE 
1J ,所 以 定理 2 也 比 定理 1 广 . 等 到 将 来 有 
了 定理 3 MEH 4, 我们 还 将 知道 ,关于 闭 和 多面 
形 , 直 会 有 比 宇 理 2 述 广 的 定理 . 


£ 


taj (b) 


H ID 


EE IY 2 it JA Ab EH Mil f ea E EU PER FK 
为 拓扑 性 质 沁 ,例如 闭 多 面 形 的 欧 拉 示 性 数 . 线 
有 起 的 长 度 和 宪 边 形 的 而 积 以 及 角度 等 度 基 性 
太 , 胡 容易 吾 出 不 是 扩 扑 性 质 . 定 理 2 是 - -个 名 


T 岳 扑 学 就 是 妍 究 图 形 的 拓扑 性 质 的 几何 学 . 
a 26 . 


右 天 于 拓扑 性 质 的 定 埋 .我 们 将 在 下 一 节 时 给 
市 它 的 一 个 拓扑 的 证 明 , 存 只 牵 涉 到 折 扑 性 质 
的 证 明 . 


$3 定理 2 的 折 扑 证 明 网络 


3.1 定理 2 


DI 方 拓扑 人 栓 摘 不 改变 欧 按 孙 性 数 , 所 以 定 
理 2 p gA E m A E a d a Fh Ae a aT D e, 
HU EER A E I E E PERONIE. 所 以 
定理 2 MA FROR AI E H 2 E EAH E. 

EHE? t PIERR ALE A E E AQ 
次 拉 六 性 数 是 2. 

以 约 半 定理 为 出 发 点 ,加 天 球 面 上 “网 络 ” 
NOTI, A RE UH EH 2' Ja H HEF e 
ER, ATT H ERE E. 

约 当 定理 奈 面 上 的 任 一 条 简单 闭 折线 
G EERE SARAJ EL IM A G 上 的 任 一 条 虐 的 两 
侧 附 近 的 两 点 分 属于 这 两 鼎 . 

乱 说 明 这 和 定理 的 意义 .所 谓 球 而 上 的 -条 
MHEMMX ,是 一 个 多 边 形 周 ,经 过 - :个 拓 
IER ENARA AER A EEDE. EEH 
RILE FEM ER. PRA G 把 球面 分 成 师 志 ,就 
是 党 ,如果 沿 着 G 把 球面 前 豁 , 结 打球 而 被 分 
RAR, ER. 


—IT- 


从 球面 图 形 的 直观 看 ,这 约 当 定理 是 明显 
地 正人 和 伍 的 ;长 义 以 来 都 认为 是 无 须 证 明 的 事实 ， 
数学 家 约 当 (1838 一 1922) 是 第 一 个 陈述 这 条 十 
理 ,而 所 指出 希 要 证 明 的 大 .证 天 这 条 定理 的 努 
力 ,在 推动 数学 理论 的 发 展 上 起 了 很 大 的 作用 . 
这 杀 和 定理 的 证 昌 很 入 ,市 要 一 些 中 学 里 木 学 过 
的 数学 弛 人 金 , 圩 不 是 很 简短 的 . 宕 是 一 条 折 扑 定 
FE, UAE He E E RE . 折 度 和 面积 等 度量 性 斤 的 
定理 .我 们 在 这 个 小 册 子 里 不 能 评 果 它 ， 


3.2 网 络 前 题 3、 命 题 4 


L 个 了 网络 是 空间 中 由 有 限 个 点 ( 称 为 网 络 
豚 顶 态 ) 和 和 有限 条 弧 { 称 为 网 络 的 棱 ) 拼 全 而 成 
的 图 形 , 其 拼合 方式 须 满 足下 面 两 个 条 件 : 

【1 人 它 的 每 一 条 楼 连接 它 的 两 个 不 同 的 项 

(2 和 优 的 任意 两 条 楼 或 者 无 公共 点 ,或 者 只 
有 一 个 公共 的 项 点， 

IRS JIA mat E 11(a) 中 的 那 种 项 点 
和 AA; 上 月 由 的 项 点 指 的 是 图 11(a} 和 (b) 中 的 那 种 
met B.A IlMkafiibifA Ai l-i, 11e) 

Sea 

Eo Ta AUE PT ER IM PS EE JE AE E P 
ER, MAGE A FIiNFAT- RE: 

(DEK F — TTA EE RU EDAR 
Z MR WMA EE 1 EAE a PARA); 

IU 


J Pii. AEE E 


tbj (e) 


I~ 


Ħ 1) 


(AVE KI EPA TIT LI EH EE IR — EA FIX 
2H RR RI U FER i H għa JK ML A E E A SE SE RS 
条 件 t1)). A m E I pR IATA, XAHMIA, 
A =T 

mW WRTA A A E A N 
WERA 1 条 简单 闭 折 线 . 

证 明 由 假设 ,存在 着 1 个 顶点 A 是 楼 
Ma 的 端点 . 因 A 不 可 能 是 和 白 由 顶点 ,必定 
是 不 同 十 A A, RIE AA, 的 端点 .因为 只 有 
有 限 个 顶点 ,继续 这 样 下 去 一 定 会 遇 到 一 个 顶 
A Anp EB —X-GRJIBEŻ -个 项 点 设 为 A, 
Ea. A ARA RAA An- 

mA aS dMREELIl-RO G HRAV 


ID aT m EH Ay iE AAA., L. Cauchy. 1789 — 1857) 
的 . 


+ PQ a 


ER, E EHC AA Z, m HAL ER mM SF 
I tk, A 
a 4 ĠĊ. 

证 明 对 于 网 络 G 的 楼 的 条 数 巨 用 归纳 
ik. ME-OM, RRS C-V,F—1, i EH 
Xi. 

iż GBE ntl gt, MHITA in AR 
BEIJA E G, E HEROA: IW R HE BR a A E HE 
对 于 CG Eor. JAPE: (DOCG A H hM A 
(2) A A Milli. 

情形 上 BEG KILAR h MaRe Ji A HU B 
的 另 HAE x .从 局 中 消去 楼 xx ,但 保持 
原点 .x 入, 把 这 样 得 到 的 网 阁 称 为 上 i 
的 硕 点 数 和 和 分支 数 分 别 是 VW 和 CC’ ,而 凡人 
ESHDA., FBA: V = V,C CO 
1L, =F. MRBRBREOAH V -nt+tF =1+0, i 
fi 

V-E+F= V-(n+1l)+F 
= V- y+ F’-il 
= 1}+ C -l=1+C. 


情形 2 GG 无 自由 顶点 ,由 上 而 的 命题 3 
FI G 必 含有 一 条 简单 闭 折 线 . 消 去 这 条 简单 
闭 扩 线 上 的 一 -条 屡 , 得 到 网 络 GR 的 顶点 
效 和 分 文 数 分 别 是 了 和 C 而且 GG FEER m 

tii 


FF' 直 .要 易 看 出 :一 WV, 二 但, 而 从 约 当 
定理 可 知 玉 二 下 -1, 由 假设 已 和 类 VW 一 n+F 
= 


V-ERE—-—WV—inri)l-FPF 


= l — nr — 14 (F 41) 
azy n+ F —l-EC — Il-C. 
i HEESE T m 4. 
3.3 定理 2 的 拓扑 证 明 


我 们 已 经 说 过 ,我 们 只 需要 证 明定 理 2 
($3.1). RJ Æ ERIH EK — ARE E P 的 


EC Dar, MEHER F H. Am P 
BII in 楼 和 了 而 的 个 数 分 别 是 VE AF. 在 
$ 3.2 HE Zihi C=1. 于 是 命题 4 给 出 了 P 
的 吹 拉 示 性 数 是 2, 这 就 证 明了 定理 2 ,因而 也 
汪 明 了 定理 2. 

因为 定理 2 所 售 了 和 定理 1 ,所 以 这 时 也 是 
证 理工 的 第 二 个 证 明 ,既然 约 当 定理 以 及 定理 
2 的 证 明 部 只 滨 泪 到 折 扑 性 质 ,. 这 个 证 明 因 而 
也 是 定理 1 的 一 个 拓扑 让 明 , 不 同村 第 1 章 中 
的 那个 用 到 度量 性 质 的 证 明 . 
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4.1 关于 定理 2 的 一 个 注 记 


汶 着 证 明 地 图 天 人 色 定 理 的 方 使 起 见 , 我们 
mifrux Ħl fl FE 2 加 一 个 注 记 ， 

在 第 上 竟 $2.1 利 人 2.2 电 我 们 担 刘 过 球 
é 2 JHJE,EĦA IE. JARMI b Ż BIE, Bi iż 
MĦESI HAJR 52 里 的 ,部 不 会 有 2 边 形 的 
Ħi;MH 83 里 的 网络 满足 条 件 (2), 它 把 球面 
分 成 据 峙 也 不 会 出 赴 2 边 形 的 面 . 

设 绷 在 球面 上 的 闭 多 面 形 玉 的 一 部 分 如 
同 图 12(a) ,其 中 的 顶点 A 恰 是 两 条 楼 的 公共 


(a) (b) 


irka FE DLA A 不 看 作 是 顶点 ,图 12(a)si if ik 
图 124b) ,其 中 出 现 了 -个 2 边 形 .这 两 个 图 形 
的 欧 拉 未 性 数 树 辕 ,因为 这 祥 的 消去 一 个 项 点 
是 同时 把 顶点 个 数 和 楼 的 个 数 都 减少 1, 但 不 
改 辑 而 数 .我 们 可 以 把 御 亲 多面 形 P 中 出 现 的 
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所 有 人 和 像 后 这样 的 顶点 一 个 eA RS EMA 
Pal -IAr ENE, iE E P MEE P A PAN 
三 个 特点 :1) 它 可 以 有 二 边 找 ,2) 它 的 每 一 顶点 
至 少 是 世 的 三 条 积 的 公共 问 点 ,3) 尼 的 欧 拉 坟 
FADIA iċ 2. 

在 本 入 ( 竺 有 但, 我 们 也 把 这 样 的 图 形 P' 
FRAME BIE. 而 忆 只 限于 讨论 这 样 的 闭 多 面 
E P 


4.2 五 色 定理 的 叙述 


五 色 定 理 每 一 幅 地 图 可 以 至 多 用 五 种 颜 
tA, 1E ff hh Xu fE, 

我 们 和 抑 来 谈 谈 什么 叫做 正确 地 染色 . 

正确 地 染色 ”地 图 上 每 个 区 域 都 用 -一定 的 
HEE F E, mL E ARENT PET A e 
JAL FE HG) ER T UE g BERTA, AB AS FA El; a FE, Fe iT 
IK L X THE A E E A E E T E. 

F — AR HE E ABTI DA E AR A A TE RR hi E Rg 
(EDA E E Ti ER EJ) — TĦI EŻ E A 
$4. 1). HEE EKIRI E R AI R E A bi 
JEĦJBE, i AER AI E a E A E E Ag R, iii 
fE— A KR E A € E a — A a E h g £ 
INJD). ET LA BF - -~ Aa Hi ERBA AFTER. AR HA JE E 
2, 这 个 示 性 数 是 2. 


- 3A = 


4.3 正规 的 地 图 


WE AHR E IA A A A I A R 3 
条 边界 ,我 们 就 称 它 为 正规 的 地 图 . 

对 于 会 察 善 多 于 3 条 过 界 的 天 点 ( 合 看 
$4.1). m :个 足够 小 的 圆 ,把 这 种 顶点 血 起 来 
《如 区 13(a);, 讶 把 这 个 卫 的 小 圆 区 瑾 归并 到 
围绕 着 这 个 顶点 的 一 个 区 域 里 (如 图 13(b)). 
这 样 作 了 之 后 ,我 们 将 得 到 一 个 新 地 图 ,把 原来 


的 、 会 聚 着 和 多 于 3 条 边 熏 的 每 一 个 项 点 ,都 换 成 
一 些 恰巧 会 聚 3 条 边界 的 顶点 .新 地 图 的 区 域 
数 还 和 原来 的 一 样 .如 昌 对 于 这 个 新 地 图 , 它 是 
正规 的 ,能 至 多 用 5 种 颜色 把 它 正 确 地 染色 ; 那 
么 ,把 这 些小 图 收 绵 成 点 之 后 ,我们 就 得 到 原来 
的 地 图 所 需要 的 颜色 .所 以 只 需 虹 证明: 正规 的 
地 图 能 至 多 用 S$ 种 凑 和 名 正确 的 染 包 . 


" Jå > 


KEEA AI S WIE pI EPE PEP F i 
HU gi ied, 


4.4 WAS 


命题 每 一 个 正规 的 地 图 必定 全 少 含有 
] TARF 6 的 区 域 ， 

证 明 IŻĦAF, mi EE ji 边 形 的 
区 域 的 个 数 . MHIX iF AM HER A HA FARER 
B WASA 94.1) 

F=F,+ F, + Fte. (1) 

Rif A fil A a, META E 3 
TRIA AI AEE Hh , MI IX E E i EA E kill 
(IOS V AER, MIA 

2E =3V. (2) 
XAA n 边 形 的 区 域 有 nn TMAHĦH EE 
个 原点 属于 3 个 区 域 ,所 以 有 
3V=2F,+3F,;+4F,+ (3) 
出 欧 拉 定理 (参看 $4.1)V 一 E+FF=2, 有 6V 
-6E + 6F= 12. A (2) H 6V =4EFE, AME 
6 天 一 2 已 一 12. 因 此 从 (1 与 43) ,得 
CFs + F, + Fa +e) 
(2F, + 3F;3 +4F, +- = 12, 
或 
(ĠS-2)F,4 (6—3)F, 4 (6 —4)F, 
ARS 


l(B-S)F:1(6-6)F, 
| (6 7) +e — 12. 
AH Ain E e A E NET, di E 4 
TELF, Fa, Fa Foo 中 必 有 一 个 不 为 零 , 这 就 
让 则 了 这 个 命题 . 
4.5 五 色 定 理 的 证 明 


iż M BRM LEE — TAn AERE 
XAEJJEEI. A AARI GR: a A 
PA — IEK, E A R eF 6. KOR A H 

情形 (1} M 包含 -ATER ii JEn 
PU VIJE AKER A E A J ESR I P R 
个 区 域 的 公共 边 去 掉 , 也 就 是 将 A AG E HSR 
区 域 中 的 一 个 区 域 合并 ,结果 将 得 到 -个 区 域 
XON n 1 EHER M. 如 图 14 所 示 , 是 区 


域 A 六 四 边 形 的 情形 . (在 A 为 四 边 形 对 ,可 
以 有 一 个 相 邻 的 区 域 与 A 的 不 相 邻 的 两 边 相 


AR -= 


eE. din 15 中 的 D. AA 

kl 15 EPKER A TBA 

MAA PTA 。 “Ie 

A 及 合并 不 的 区 域 小 是 

je 企 这 种 情况 F, 

械 据 约 当 定理 ,与 入 的 中 

两 条 边 相 邻 的 区 域 必 定 足 la: ib 

FATALI bik, apla 15 中 的 C D. FRIA 

UEH A jOWA SDKA, M A 与 

CRA HD 合并 成 的 区 域 仍 是 多 边 形 . ja f 

M'REBBEŻJA SAPARB JEM EB, MA M 

EEB. RENA EEHATIRBH A 相 邻 ， 

用 第 5 种 颜色 将 A 染色 ,永远 是 可 以 作 到 的 . 
情形 (2)】) MUR—THMEBKIEHA, 

参看 图 16. 设 把 与 A 相 邻 的 5 个 区 域 用 B.C、 

D.E 和 和 下 RICH n) A III AJ 总 可 以 在 

这 有 个 区 三 中 找到 五 不 相 接 培 !{ 因 而 不 同 ? 的 两 


= 


TIR, ful B ID AIRAU LA FE Gr), E 
ILK RLE C HE FIRR, i ER AM IC 
HJ EF pIi AR, a EAA i ib, — 
ESFE TRR A,B 与 站 中 的 至 少 一 
个 区 域 ( 亚 然 , 这 种 实 也 主要 是 依据 球 向 上 的 约 
ATE. AAU TE IE TAT E ASR). 所 以 我 们 可 以 
fki C ij F A AR AR A SCRA G F 
PARE RIU g E a AKR AN nao 2 的 
ERLAR M.de Ria Aaa EM AE ASAA 
E EH E E, ARA R E M AE. A 
HTE FRI IR R T A E BI AT, C 与 下 是 | 同一 
TEE, ALLA 所 接壤 的 区 域 不 会 客 十 4 种 不 
问 榴 颜色 ;因而 可 以 用 第 5 种 颜色 将 A E. 

在 任 :种 情形 ,对 于 一 个 有 n 个 区 域 的 让 
规 地 图 A ,总 能 够 作 一 个 且 -1 或 地 -2 个 区 
域 的 新 正规 地 图 M ,并 日 如 果 M 能 至 多 用 5 
种 颜色 染色 ,MM 启 也 能 够 . 这样 的 办 法 可 以 再 
应 用 于 AM ,如 此 的 继续 下 去 ,将 从 M 得 到 一 
ER IE HI EJ Hit IA: 


M, M AI ,ee. 


ADA S — P Ab E AS E R A E a a R DJ, Er 
一 定 可 以 得 到 -个 地 疼 , 它 的 区 域 数 是 5 或 少 
了 了 5. 这 翌 的 最 后 一 个 地 图 总 能 够 至 多 用 5 种 
关 位 正确 地 染色 .因此 ,一 步 - : 步 地 往 回 倒 推 到 
M, AT 不 对 能够 至 多 用 五 种 颜色 止 确 地 染色 . 
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AE T IŻ ta je fii EBH. j e bb HA HE y 
FERI, BIE EL f -个 方法 ,反共 有 个 区 
ik RJ TE Ri — TA iii Ai PRAI E BR, il- Ali HE 
江上 在 .. 


"3 


f ASRU- MRE 
Jeito 


TT 2 总 只 是 给 吊 第 1 章 本 尾 所 提 的 问 
看 的 解 管 {定理 2). 有 有 了 这 个 解答 之 上 后, 是否 问 
古都 已 解决 了 .用 不着 再 进一步 好 究 呢 ?” 不 足 
的 ,还 自然 会 发 生 洗 多 问题 的 .例如 定理 2 足 否 
TEI pR HE E? 又 例如 我 们 蕊 经 乔 
道 丰 的 闭 区 面 形 的 欧 拉 示 性 数 是 2, 有 的 是 零 ， 
{H ži A> Ai H E a TE KI ERE a EE BFE Ta, e e E 
REL. AFET IE As RGE SE M 2 pIi e GR E 
Theo. M BA Un FE T iii it ERJA E GA AA A) £ i 
HE PTA E A M HY, 1B F FR A E tin IE id p 8 
HHR ERAH AKAME? B EIA 
Iżiliizi, AB M A E G FR T E 
理 1, A i HI GI ue EA A A E JE AI H +h 
TŽ E A pa HE AE EA i IN JE ARR fit as f'l ÁT fl 
w., a rR OTI El AJE HE pI n JA LU A Ei 
A a Th r E A EiT T. 


AD ， 


Se l KGA PIIHI NEAR T E 1. $ 2 
EEEH JIEM AT fb IE JR Ay HD ge FR hi ESU JI 
时 好 的 约 当 定理 出 发 ， 人 e 本 章 蝶 说 
明 闭 窗 耐 形 的 折 扑 分 类 时 ,将 更 多 地 利用 上 直观; 
PRIE AEAT m E F., EN E E ITTE KI PA AL 
ATE (GEIE 3 和 定理 了 4). 


$1 具有 环 柄 的 球 吓 


1.1 从 环 面谈 起 


下 而 上 上 的 两 个 简单 闭 曲 线 C FIC, KERMI 
IPEER (E 17{a)); 经 过 橡皮 变形 ,把 其 中 一 
鼠 弯 成 控 了 下 个 润 的 球面 , 殷 另 -: 甘 变 成 弯 遇 
BFIHHA, SEER EJ 17(b) 中 的 图 形 , 称 为 具有 一 
个 坏 柄 的 球面 ,i 记 作 Si. BA Wi e RE ts fi fh 
ABħA JIN 1784b) ,所 以 它 岂 称 为 上 共有- :个 环 
KA RIER IF. 

E FEJE , an E EI FET A (ED) ahh 


， odl-- 


洞 .再 洛 关 每 对 小 洞 的 志 河 安 电 上 个 环 衫 ,我 
MESRA h CARRA S,. FI Ee) 
EA AGER S- 为 以 后 叙述 方便 起 
ul ,我 们 也 拒 球 曾 S Æ EAA Ee HA AER 
jii Sa. 

Zi E DA, PREN CASIER — 3 fa LIRA 
ERIE ERT Ar APAR. ERMAl-EMUL; ERIM LA 
HEER , PAE 17(a) 中 的 CC, 它 不 把 环 面 
roa. “只 一 方面 , 环 间 工 的 什 意 亲人 条 不 相 
ZE R ful A iT EX JE FR INI IE BAJJA; MU E A BIT 
环 梢 的 球面 上 孝 有 两 条 不 相交 的 简单 闭 折 线 ， 
不 拒 亿 分 成 两 大 ,例如 图 174c 中 的 各 IC... 
一 般 地 说 ,我 们 有 直面 的 事实 :上 有 下 THAN 
的 球面 3 EĦA 条 两 两 不 相交 的 简单 上 折线 ， 
不 能 把 它 分 成 两 块 ;而 它 上 而 的 任意 及 +1 条 
这 样 的 简单 闭 折 线 却 把 它 分 成 两 块 . 我 们 现在 
只 提出 这 -事实 , 椒 得 加 以 讨论 . 


2 欧 拉 示 性 数 


定理 2 谨 , 每 一 -个 绷 在 球面 上 的 闭 多 面 形 
的 次 拉 示 性 数 是 2. 现 在 我 们 还 叮 以 说 得 更 渭 : 
EE? 每 -个 绢 在 具有 请 个 环 柄 的 球 


JSE TIME C, C sk C: GĦAŻ ME FAJJAR SRA fir jA fAA 
BAŻET ALE 二 条 弧 拼 下 的 ,也 就 是 菩 , 如 果 在 简单 闭 曲 线 上 
at PAi EE A R T E .我 们 就 得 到 简单 堵 折 线 . 
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i S, LFIlIEMEMERRI Ti: 2— 24. 

证 明 对 于 下 =0, 这 如 是 定理 2 .我 们 只 
要 葵 虑 六 30 的 情形 . 

A a RA BiT aih T E EA EDH A 
klodmtjaRIRIA S, EA A A AITE 
人 
TINAR A BAR 17 OO A f — 2); mH 
f 5, LEBH -PAE iE P, PEATE E 
RE P RA 对 简单 闭 折 线 ( 人 参看 图 8; ert 
h-1,C,C, żWTA LA — TZARE). Z 
认 了 这 事实 ,我们 就 能 如 下 进行 .从 万 去 掉 这 h 
个 环 栖 ,但 仍 保 留 它 们 的 边沿 ;结果 是 P 的 时 在 
JET 2A 个 洞 的 球面 上 的 部 分 .根据 定理 2 ,这 
亢 分 的 欧 拉 示 性 数 是 2 一 2 及. 另 -- 方 而 ,每 一 
环 档 是 挖 了 两 个 润 的 球面 ,因而 P 的 编 在 每 一 
个 环 档 上 的 部 分 (连同 它 的 边沿 ) 的 欧 拉 示 性 数 
是 零 , 忆 可 以 看 作 是 把 这 两 部 分 沿 着 边沿 重复 粘 
他 起 来 得 困 了 的 . 册 为 每 一 个 边沿 是 简单 闭 折 线 ， 
它 的 欧 拉 示 性 数 是 零 ; 所 以 绷 在 S, 上 的 任 一 闭 
多 面 形 PP 的 欧 拉 示 性 教 是 2 一 2 


32 具有 交叉 帽 的 球面 


2.1 马 比 斯 带 
前 痢 中 所 谈 的 每 一 个 有 具有 站 (30 个 环 俩 
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HJER S, PEHEN A 95 a H Big ox OK HI AE AI, A 
i ABIE RA Ar A PRE A s PROV EB SR EB RITA $B. 
FERITI AFE GSH ED b RoE A BERS -0 分 别 
PRK ARAM ER AM, F A, T Au, RA A fi 
FIERE S, H Ak A AW r. R HE E i 
ARE JR EJ B H E GEE ,这 里 我 们 第 一 次 担 
ZUR Ai T-Riidl). 例如 我 们 可 以 把 一 个 双 侧 
上 的 半 曲 大 的 一 侧 涂 成 红色 ., 另 一 合 涂 成 黑色 ; 双 
fi Ao P HH TA FR LA PR A AM, tE ET LA iR Fe L 
EB EM REM. EARE A F, E ij 
-e F m A BR AE i Ga T E AE -E XA EJ. 

JE T — A A N G A FE ET E XX l FI; 
AA EA €10 fa E M r E S ŻT A SARU E ul 
BR A A M A iR AE E E a E. E A II MA L 
P, E I E AI AR E ALE XI H A. 

FEIET AEFI P X e FR JE ER Jl FE, È 
AE A N fik A A M ir E. E a PA AJ PA Jl E JE 
是 乌 比 斯 1A. F. Mëödius, 1790— 1868) 首先 发 
班 的 , 称 为 乌 比 斯 带 . 上 一 节 早 我 们 曾 说 过 ; 环 
栖 是 控 了 两 个 洞 的 球 而 ,也 是 变 曲 的 圆柱 形 的 
侧面 .但 是 那 圆柱 形 侧 而 的 最 普通 的 作法 , 基 由 
WERKER ABA R(E 18a) H AB 
FGA B'A ,使 点 A IB ES, BHA EA 
MRE; CA AN2, MAA A'CB #00 A 
BDA. MĦAL-PFHARMIE AIEE: e 


` dd . 


条 折 成 图 IS(bIH MI JB, ANA A RD Ai 
ĦA B. HA ĦA Fifr BID En, dE 
IREI A IE AR CD IB KeJ). ET Fm AIA 
TRH ELMA -MiB ADR BCA ADB- 
CA), A AI AD, DR. DA 组 成 的 简单 
AJITA. E EEA A SK A PE E A M E -G LE 
LOCA kE ABC CDIA T -S te Hr A.) 
HB. 


2.2 AGZ XIIKAJIk E 


b peH A ER A 3 A E. A TO E A FH 
H RTE JG HC S 2.3) nN. ME A E ro -个 
TE r- -Ai HIERT LI E LAA e TE FE TE E — 
TEHE A A fa l R TE e, AR 
aS LATE E RA AT FU z S ER A ia IR) HA E A E, 
Ei MA AL E GA bi, IF iH FI FAQ l A E 
称 方 具有 一 个 奖 六 由 的 球面 Q. 

T Q, 上 可 以 绷 CA E m E A £ a E 
HE X IL 2 章 $1). 证 明 如 下 .在 图 18a) 6y 
长 方形 纸 条 的 边 河 上 再 加 上 E 和 三 两 点 (| 和 19 
(a))s A JA BA 194a) 得 钊 的 交叉 帽 的 边沿 是 
简单 闭 折 线 AFDBECA. 


二 EA a TIKA 十 万 
修 为 什么 让 第 8 和 册 ! 数 和 茸 部 分 ), 第 1-3 页 , 峭 年 村 豪 出 版 社 ， 
1962. 
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ia) 
Pa 
i), 
上 
EŞ 
(b) Ic) 


El 18 


C E, 
B E Ċ A' 
| [| [D | s 
A F f) a 
F D, 
ib) 


(a) 


El 19 


E+E f —TiiġiEkjiEJMiliT EA R H 
Di; Bj, EC 六 个 点 ,把 这 控 了 一 个 
油 的 球面 看 成 一 个 琵 曲 的 六 边 形 (图 19(b)), 
经 过 橡皮 变形 而 战 的 ). 粘 合 洞 边 和 祝 和 父 尺 帐 边 
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沿 和 舍得 点 A MWA HA FAIR, ERGE, 
在 所 往 到 的 内 有 -个 交 义 帽 的 球面 上 ,这 时 候 ， 
就 已 崩 上 上 了- -AAE mE, E E A 
E3 个 四 边 形 .1 TIRI): 

ABEF , EFDC , CDAB , AFDBEC. 


E ig ik A Bi Ei MH AA aA E HAS Ir A E A 
E mmE EA PR 4 TAT. 

AEH A TEFA f — Aag EK 
WE. HEHE, E MARE 一 个 挖 了 klPUWO)TIA 
FIERI, E a E OPLE RA a a A 
目 ,得 到 : -CRS k TEx MHIE Q, ;照样 
地 ,可 以 在 Q, FA — Ai E. 

读者 注意 ,为 以 后 般 述 方便 起 见 , 我 们 不 允 
尘 双 二 人 0, 即 不 把 球面 看 作 是 具有 海 个 交 丸 幅 切 
球面 .具有 一 个 交 丸 帽 的 球面 Q, 在 数学 中 还 
EK BE E. 

2.3 RAZ IPR RIER M f FE ME 

我 们 回 到 前 - : 节 里 所 说 的 具有 -个 交叉 幅 
EJEKIM Q. 

首先 ,我 们 来 说 明 在 通常 空间 不 能 作出 -一 
TQ-Q 的 两 个 组 成 部 分 是 按 了 一 个 润 的 球 
IR, MELIE 民 ;( 图 18{c)) .把 它们 的 边沿 
以 及 精 合 后 在 Q, 上 出 现 的 简单 团 曲 线 部 简单 
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bigti i. LOO EFRO i BLA II UU ffE L 
WAA -AU ME MR 18fc) 可 以 肴 出 ,不 
论 经 过 Ri, ĦA R, MA FERI E, AARE 
CE e S A REE R, 的 边沿 上 上 粘 合 上 一 个 
R .使 得 Ri FIR 只 有 公共 边沿 $, mhu 
区 点 (5 本 多 耐 形 定 义 足 这 样 要 求 的 ). 不 位 从 图 
| 儿 看 是 由 此 ,还 吕 用 数 党 方法 证 明 ,不 论 经 过 人 
么 样 的 折 扑 变换 ,了 世 不 能 把 Q 安置 在 遂 带 空 
AHP, m AREE Q ZEA E Ag RJL HE A 8 
HH. FEIA A -b A AT RE S h a EEA, HA 
A— e EARR Q, EIR BHIE U; EEA 
F AAIE a RT EAA E 19 AGR E E E 
HJA] E H. 

TEITE HEI AR EZ EEI A — TA A. 
FETERE E R- 的 长 方形 纸 和 条 ABA B' 上 
在 一 条 中 线 MM (El 20(a)), 这 里 MI 和 MI 分 
HÆR RAB MAE APE. APR MM HE 
ALA RU A RR SE , iF Eis t E p R a a B 
天 成 两 点, 点 M IIRA M AM 等 等 ;把 这 
W Sk HG BM AG BM, 粘 台 起 来 成 
色 204b 和 最 后 把 图 200b) 的 边 AM MA MT, 
炸 合 起来 成 针 20 (0) H UI FREE JE MM AP, LL AD- 
BC ONIE AJA, MGHMGHM 5 Mial H. 所 
LIE 204c EEI R E AMB fiH iż 

i 


MGHM BIE, ARRETE, E AMB 恢复 
原状 后 得 到 的 ; 换 名 话说, 如果 再 把 剪 井 的 中 线 
MGHM Biar tE ERAR, BIPER 20(c) ÉSTE BI 
EE EF R ATIE R RA A IŻ — mA, FERTA A 20Kc) 
ITE H E AEEA SEBĦ Rs 经 过 拓扑 变换 而 得 
于 的 图 形 . 于 是 ,在 粳 合 图 20(c) 的 顶 圆 疗 的 每 
对 对 径 点 的 要 求 下 ,图 20tc) 是 交叉 帆 RR, 的 一 
TAMA. (EA ir H aD BASTI AB 与 
ABE BERT, g 18(aj) 是 R 的 我 们 的 上 昌 表 示 
jk.) 

这 新 形 示 法 同时 说 明了 菇 叉 帽 这 一 名 称 的 
来 源 : 用 图 柱 形 侧 西 的 材料 缝 -个 凯 了 ,要求 把 
项 图 周 短 对 对 径 点 链 成 一 -版 
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把 图 20O FEM HU SE H AE L— T'BIJIE 
REBA, HI & gH OM m JE ADBC), gÅ 18 Fl 
中. 从 图 20(cJH4AH, A A EZ EE A M 
的 .所 以 Q, E EAMA. (iA? 参看 习题 
2 

以 上 所 谈 的 都 是 Q@|, 别 具有 一 个 交叉 幅 的 
ER. pA, HA k TARRA Q, ERE 
IA — T-HI-EMIE, -AAE E A EE h a ah o, eA 
侧 的 闭 曲 面 . 

2.4 欧 拉 示 性 数 

iż FIERA HA A(EDIT IE JĦEJ BR Jl 
Q., LEI— AH g hE. ĦA SI1.2 Hi (Hd EE ĦA JIR 
法 .我 们 可 以 得 伸 : 绷 在 @@, 上 的 任 一 闭 多 面 形 户 
的 欧 拉 示 性 娄 是 2 一 到 


3 闭 多 面 形 的 一 般 定 理 和 拓扑 分 类 


3.1 闭 多 面 形 的 一 般 定 理 

在 前 两 节 里 我 们 说 明了 两 大 类 的 闭 曲 面 : 
AX AMi EJ EA BA FS, {整数 玉宇 0 ) 和 单 侧 的 闭 曲 面 
Gh OER E JU). idu BERT h W 的 不 辐 , 前 一 
KRR KEA AA AERE Ah. 
T S, EILH 86 bi FE EN SA E M kg , ATE 
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Q EJIE- A miT th AR EA h g. A 5 R 
TA (HEHA i Æ ia E, 4e dh RA PAR E J S 
BIE AJ AEE A A A E. SABI A H Eh E ak A 
MARRIR EE, MA 81.21 82.4 的 结果 ,将 
生 到 下 人 述 的 、 包 会 定 理 2 的 定 埋 : 

定理 3 如 串 -- 个 财 多 面 形 能 经 过 拓扑 变 
KI ENE Ai AAE S, 上 ,人 已 就 
EIN AG , mi L E GI TRAR bb E 2 — 2A. 如 
R— TMIEMU EE it H th E AMARA b 
(>0) TZ x A pE Q, 上 ,; 它 就 是 单 侧 的 ， 
而 且 亿 的 欧 拉 示 性 数 就 引 2 — k. 

如 凡 我 们 还 借 认 (证 明 超 出 本 书 范围 ) 这 一 
事实 : 任 一 财 多 面 拒 都 能 经 过 拓扑 变换 , 绷 在 
S HQ 中 的 一 个 团 曲 而 上 上 , 则 根据 欧 拉 示 性 
歼 和 单 双 侧 性 都 是 拓扑 性 质 , 我 们 得 到 下 述 的 、 
包 合 定理 2 的 道 定理 的 定理 : 

定理 4 EE -AAEE P 的 欧 拉 示 性 
数 是 不 大 于 2 的 整数 (可 以 是 负 的 ). 如果 P HI 
BKILRFEŠ E 2, P 就 是 双 便 的 ,能 经 过 拓扑 变 
HAERE b. MR P 的 欧 拉 示 性 数 是 小 于 2 
的 偶数 2 一 2n,P 可 以 是 又 和 侧 的 ,也 可 以 是 单 侧 
BI;M HFE TS P 是 双 侧 或 单 制 的 ,PP 能 经 过 拓 
扑 笃 换 分 别 绸 在 S, Q 上. 如果 P ARREN 
性 数 是 小 于 2 的 奇数 2 一 六 ,已 就 是 单 便 的 ,而 
玉 能 经 过 拓扑 变换 绷 在 Q, E. 
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这 两 个 定理 圆满 地 解决 了 关于 财 少 面 形 的 
KRPZ AR PE Sr j a. 


3.2 闭 多 面 形 以 及 闭 曲 面 的 拓扑 分 类 


我 们 先 来 说 明 图 形 分 类 的 一 个 最 简单 的 例 
,图 局 的 了 刚 司 分 类 .所 请 加 周 的 刚 司 分 类 ,是 
指 从 了 刚体 恋 志 的 观点 来 分 类 :不 论 辆 周 的 位 置 
(在 这 张 继 上 或 屠 张 纸 上 );: 按 照 经 过 -一 个 刚 钵 
运动 能 或 不 能 拒 -- 个 医 半 挪 到 和 另 一 个 重合 起 
来 ,我 们 就 说 它们 同类 或 涉 同 类 .因此 ,两 个 辣 
H A-B EIR, FE BR ENTI -E fi KA ABE, R 
们 说 :半径 长 是 贺 周 的 团体 分 类 的 标志 . 

相仿 地 ,所 谓 轩 多面 形 的 拓扑 分 类 ,是 指 俯 
十 扑 些 搞 的 观战 来 分 类 :按照 能 或 不 能 经 过 - 
个 拓扑 变换 把 一 个 团 和 多面 形 绑 在 另 一 个 闭 多 面 
形 上 于, 我们 就 说 它们 间 类 或 不 同 灼 .例如 ,因为 
Zeii fii FE ĦA, UE PU fil JE IEX (fii JE Ae HE SE 
球面 上 ,而 旦 球面 也 能 绷 在 正八 面 形 上 ,所 以 经 
HTE RE PH m E RE ATE EA WIE E; FE 
正 由 面 形 和 正八 面 形 同 类 .因为 每 一 个 闭 多 面 
形 都 能 经 过 拓扑 变换 , 绷 在 S, 和 QQ 中 的 ~- 个 
曲面 上 ,从 上 面 的 例子 容易 看 出 ,两 个 闭 多 面 
形 古 件 同 类 ,按照 它们 是 否 能 经 过 拓扑 变 换 , 贿 
在 S, WQ, 中 的 同一 个 闭 邮 而 上 . 

Ei HERJE JE 3 和 定理 4 的 内 容 在 实际 

RD 


bii, HE mi JE KY ER KE TR tE BE AN S MPA E A AX 
jift iii MEXA ERA TE bj 
AI A T AI Mi db p AER ki ME FI E bi JE RN 
RA AHE EJ BR a FERCH AR (FI) FE PA KN HE EX U 
EE, EE HE A EB A T-AE ERA, FU 
让 理 3 和 和 定理 g AA R e EA T rA E 
TE ERA ax EE Z Ape, M H tE H fa f BIE ii JÉ 
的 拓扑 分 类 问题 ， 

我 们 在 人 2.1 的 升 始 曾 提 过 -次 .3S 是 又 
M AIHH E TE $2.3 的 永 尾 又 提 过 一 :次 Q, 是 
香 删 的 于 曲面 ,然后 在 3 里 凡 提 到 闭 曲 面 时 ， 
指 的 都 是 S, WQ. 中 的 一 个 .在 这 以 前 我 们 不 
萤 给 于 时 而 下 过 定义 ,现存 我 们 补 出 闭 曲 面 的 
一 个 简单 而 又 明确 的 定义 如 下 :一 个 图 形 称 为 
闭 曲 面 , 如 茜 公 上面 能 贿 上 一 个 闭 禾 商 形 .一方 
而 ,根据 这 个 定义 ,S， MQ, SA EIR; $) 
一 方面 , 通 芝 有 观 所 理解 的 闭 曲 而 ,例如 有 限 立 
ER, BIFA TE ATATEN, 
Fa Ah, him BE KI £ mE ttha, E 
Pr kmi ARto: S, MQ, 中 每 两 
AA AI A H IE Ae l E , if A h fità FI 
S: ĦIQ, 中 的 一 个 加 类 ， 
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我 们 这 个 小 朱子 第 1 E A EE EE. 
体 岂 向 的 该 普 都 能 理解 的 .我 们 在 后 下 章 里 企 
IB LEENE BE AR o +h ERA TEJEJĦA pY Af mi 
E A E E 2,3 RAH K TF A B E RR N PE 8 
问题 的 圆满 解答 EGR 3 和 定理 4; 并 说 明 
闭 多 顾 形 以 及 团 雌 面 的 拓扑 分 类 .如果 恋 者 在 
该 元 这 个 小 山子 后 ,对 于 -个 数 尝 问题 笃 样 创 
慑 问 底 、 素 胜 所 进 有 所 领会 ,对 于 什么 吓人 敌 贺 满 
地 解雇 一 个 数学 问题 有 所 领会 , 那 就 是 这 木 小 
册 了 所 期 望 达 到 的 日 哆 了 了， 
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LIEPEJTMENJE ikub: HR 的 等 -一 个 
侧 点 性 至 少 3 条 棱 的 公共 端点 , 则 瑟 的 柜 的 条 数 不 会 
是 了 .举例 工 明 这 里 的 "每 1 个 顶点 是 全 人 少 3 条 校 的 公 
共 库 点 ”这 个 假设 不 能 删 去 . 

2. iRJAĦBBES2.3 MEN ME RI A mi , LARA FL 
Ti A LRLS Q 是 单 侧 的 ， 

3. 补 出 第 3 音 S2.4 蜂 的 合 题 的 说 明 . 

4. ikMA F-T-VEWIJE RO pE ne m (FI S HE — 
PAE RP KER A NEE fEmiar T ARA 
TEN GE HI AR E A BRAE AI e E PE JET 

5. BÆR VERZ ABA B EEK iż AR 12 和 
IVA 3 CARRERA GE. JE ABAH 所 
BA AS S EE Aa 12 和 21 A. ki A SY JIP Fi 
de AE PE RIIE JE . 


H 本 

2 i 

! 2 

A A' 
是 5 图 


URP E al SRTR, A S h T 
A RERE JE? 
. 55 . 


G. A A o EDH ASE E a l AARE kT A 
FERRY S AOE q f H , TEŻEJET A yE 
EER ROR E E R E E H. 


ek 


7. ME Ab PELEAN A EEE, tE 1 TINI JE A 
EAI F. BETA HE Ak E T hi E AITE A ESAE 
ABCD A H KEEMA HURE N, IRJ PE T A FAQ IB 
NAJE S, EA MEH DIEO ER T a AEE F Sl 
ID A aN E HFE K) 

NDC NGD , NIJA SAB, SCD, SDA, 

QAN , OAR , ORC, OCS. 
斌 说明 这 新 图 形 是 一 :个 a ER TE E A hi i a é 
FI NBS.( 这 个 图 形 星 特 克 受 (B， Tueketmann tF fii.) 


1. let (i . 


